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INTRODUCCIO

Segons el teorema de Picard, o les seves generalitzacions, és conegut que
una funcié entera solament pot tenir un valor excepcional. Més encara, aquest
valor excepcional, quan I'ordre de la funci6 és finit, solament es pot presentar
en el cas que aquest ordre sigui un nombre enter. Per tant, dins el conjunt de
les funcions d’ordre finit es pot afirmar ja que les funcions que presenten un
valor excepcional sén «escassess. A més, en un treball anterior {5] vaig de-
mostrar que, adhuc considerant inicament les funcions d'un determinat
ordre enter finit, les funcions que presenten el valor excepcional sén també
relativament «escassesr. Independentment, Littlewood i Offord {2] demos-
traren una série de teoremes molt precisos dels quals es podien deduir uns
resultats que queien dins el mateix ordre d’idees dels que acabem de citar.

Fins ara, perd, pocs eren els resultats obtinguts en aquest sentit per a
les funcions d’ordre infinit. Aquest serd l'objectiu del present treball.

En el capitol primer exposarem una série de resultats auxiliars, alguns
d’ells ja coneguts, i d’altres precisions de resultats donats anteriorment per
altres autors o per mi mateix.

En el capitol segon demostrarem que si per a una funcié entera d’ordre
infinit F(z) existeix una funcié f(z) d’ordre «nferior» tal que F(z) — f(z)
s’anul'la en un conjunt relativament «poc nombrés», és suficient de canviar
el signe d’'una successi6 determinada de coeficients de F a fi que la nova
funcié no pugui tenir aquesta propietat.

En el capitol tercer considerarem un espai format per funcions enteres
d’ordre infinit i d’una creixenga determinada, i definirem una topologia
de manera que 'espai serd de segona categoria; i aleshores demostrarem tres
resultats que, de forma imprecisa i incompleta, podem enunciar:

1) El subconjunt format per totes les funcions d’aquest espai que tenen
un valor excepcional en el sentit de Borel, és un F, de primera categorfa.

2) El subconjunt format per totes les funcions d’aquest espai que tenen
almenys una direccié que no és de Borel-Valiron! sense valor excepcional,
és també un F, de primera categoria.

1. Aquestes direccions sén generalment conegudes per direccions de Borel, que és
€l nom que els dond llur descobridor Vaiiron. Perd H. Millonx, per fer justicia al

descobridor, les anomend direccions de Borel-Valiron. Pel mateix just motiu nosaltres
continnarem emprant la denominacié introduida per H. Milloux.
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3) El subconjunt format per totes les funcions del mateix espai tals
que per una derivada, per la funcié o bé per una integral, existeix una direc-
ci6 que no és de Borel-Valiron sense valor excepcional, és un F, de primera
categoria.

Finalment, en una nota donem un resultat que no té gaire relaci6 amb
els anteriors, perd que, atés que la seva demostraci6é segueix unes linies sem-
blants, hem cregut pertinent d’incloure’l en una nota final. El resultat per-
tany a la classe de resultats que afirmen que una série de poténcies ¢general-
ment» no es pot prolongar analiticament a I’exterior del cercle de convergéncia.
El teorema en qiiesti6 afirma que, en un espai de segona categoria que cons-
truim, el subconjunt format per les séries prolongables estd contingut en
un F, de primera categoria.

Es evident que topoldgicament un subconjunt de primera categoria d’un
espai de segona categoria es pot considerar «negligibles. Aquesta és la idea
dels quatre resultats dltimament enunciats.

En tot aquest treball M(r,F) representard com d’habitud el maxim
de |F(z)| en el cercle |z| L 7, i escriurem

log,Z = log log Z.

A més, usarem les notacions O(X) i o(X)} en el sentit, respectivament, que
0(X)/X queda afitada, i que o(X)/X — O, com habitualment.



1.1. — En primer lloc ens interessa de demostrar que per a qualsevol
funcié entera f(z) d’ordre infinit existeix una funcié creixent W(r) que
verifica les segiients condicions:

(I} log W(r) és convexa respecte a log 7

(IIT) e(r)>0 i ¢gr)>0 quan 7r—>
{r)
(Iv) (lo—lgogvﬁ)‘ — 0 mondtonament quan 7 —

= log, M(r,f)
V) imSewm =

En efecte: sigui {x,,} la successié de nombres reals definida per les se-
giients igualtats
%, =0, X, =1,

Zpp1 = 2p(1 + (0 —1)7?) (n >2)
Aleshores representem per @(x) la funcié poligonal definida per la condicié
que entre %,,, i %, és lineal i que, a més, verifica
P(x,) = n2ls®

De totes aquestes condicions de definicié de {x,,} i p(x) es dedueix facil-
ment que

1
S e =) L

Representem ara per (x) la funci6 definida per

T(x) = pera %, < x <%,

1
logn
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Amb aquesta definicié resulta evident que si x, £ » < %,

Xprg > x(l -+ @—(x)l)—,(,))

i del fet que ¢(x) és una funcié creixent segueix que
1 .
?(%a) < ol¥) <o (x (1 +W)) < 9(*nt1)s
i com que (%, 12) < (1 + o(1)g(z,), resulta
1
? (x (1 +W)) L+oM)e ().

Es evident que la successié {x,,} tendeix vers un nombre finit 4 i que,
per contra,
lim p(x) =
s—4
Per altra banda, és ficil de demostrar que la funcié ¢(x) és convexa respecte
a x. En efecte: cal demostrar tinicament que

(1.1.1) ?(xn+l) _ ?(xn) < ?(xn+2) _ ?(xn+1)

Xpt1— %p Xnya— Xnt1

En primer lloc es veu facilment que
Zps1— %n > Xnpa— Xpt1
I en segon lloc, després de cilculs relativament facils perd laboriosos, trobem
9(*u+1) — 2(%a) < P(¥nte) — @(%a+1)

i, evidentment, aquestes dues desigualtats ens donen la (1.1.1).
Si ara posem
Y(log %) = ¢(x)

la (logyx) serd una funci6é convexa de log z, i satisfara la
1
¢ (108:% + W) < (1T +0(1)) ¢ (logyx),

on 1,(x) = 21(log x).
Ara: si y({) representa la funcié inversa de {(y), escrivint

_ v log,M(r'.f)
glr) = (108,7)3'1?;'Tgr:—
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i definint U(x) per
(1.1.2) Ullogyr) = max ¢(logs + y(g(r')) — logs’)
resulta que U(log,) és una funci6 continua. En efecte: sigui 7’4 la quantitat
que rendeix maxim el segon membre de (1.1.2), l'existéncia d’almenys un
valor de ' amb aquesta propietat és evident segons les propietats de ¢ i de g.

Sigui ara r, un valor proxim a r i que verifica r, > 7. Si representem per
7', el valor que rendeix maxim

$(log,r, + y(g(r'y)) —logyr'y)
i que serveix per a la definicié del valor de U(log,r,), tindrem

Ul(logyr) > Y(logyr + y(g(r'y)) — log,r’y)
i, per tant,
y(g(r'y) —logyr’y > ¥(g(r'y)) — log,r'y

1 com que és evident que U(log,r) £ Uflog,r,), resulta que
Y(logyr + y(glr'y)) —logsr'e) < Ullog,ry) < ¢llogyry + y(g(r'o))—logar’s)

i com que ¢ és una funcié continua, queda demostrat que U(log,?) és una
funcié contfnua a la dreta. La continuitat a l'esquerra es demostra d’'una
manera semblant.

De la definici6 de U(log,r) segueix

log,M(r,f) < Ullogy).

. o 4N . s [}
A més, ens interessa també de demostrar I'existéncia d’una successié {7, » tal

que 7, —> oo i que
1°g2M (rm! ) = U(].Og.zf”).

Per demostrar aixd dltim es pot procedir de la forma segiient: en primer
lloc és evident que els punts on es verifiquen

Ullogyr) > gl)
s6n interiors a uns intervals '’ <7 < 7’, on
Ullogy?) = {(logyr + y(g(r')) — logy?’)
on ¢’ és un valor que satisfa la

(1.1.3) Ullogy') = g(r').
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Del fet que Y(logyr) és convex respecte a log i que (logyx) — oo quan log x
— A, resulta que el valor de 7' que intervé en (1.1.3) no pot ésser interior
a un interval en el qual

glry=Clog r

on C és una constant, o sigui que no pot satisfer
glr') > log,M(r',f)
i, per tant, resulta demostrat que
U(logyr') = log,M(r'.f)

i com que acabem de demostrar que aquesta igualtat és necessariament satis-
feta per valors de 7' tan grans com vulguem, queda demostrada l'existéncia
de la successié {r,,} amb les propietats indicades.

Ara: si la funcié U(log.r) no és una funcié convexa de log r per qualsevol
valor de 7, procedirem de la manera segiient: A partir, per exemple, del punt
7o = ¢ seguirem la corba U = Uflog,r) fins al primer punt r’ (que pot coin-
cidir amb 7,) en la proximitat del qual la corba deixa d’ésser convexa; ales-
hores, a partir d’aquest punt seguirem la funcié lineal respecte a log

a(log r—log "} + U(log,r’)
on

d
4= (Wgr Y(logyr + y(U(logyr')) — Iogzr'))

r=

i seguirem aquesta funci6 lineal mentre serd superior a U(logg). Si el punt
final d’aquest tros lineal és un punt interior a un dels trossos format per
una translacié de ¢, podrem continuar seguint la corba Uflog,), sense deixar
de complir la condicié de convexitat, fins a un punt on

log,M(r,f) = U(log,r).
Si el punt final és un altre punt qualsevol, tindrem ja

log,M(r,f) = Uflog,r),

car a partir d’'un valor suficientment gran de 7, el tros lineal no pot tallar
la corba primitiva en un punt on

log,M(r.f) < g(r)-

Aleshores, a partir d’aquest punt que hem definit repetirem el mateix
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procés. Per tant, hem demostrat que existeix una funcié U,(log,?) convexa
respecte a log r tal que

log,M(r.f) < U,(logy)

el signe igualtat essent satisfet per una successié de valors de r que tendeix
a linfinit. Es evident que si 7, > r serd satisfeta

(1.1.4) U,(log,r;) & Y{log,r, + v(U,(log,r)) — log,r)
1 si posem

logyr, = logyr + (_Um
com que U,(log,r) = $(y(U,{logy))), tindrem

Y(logyr, + y(U(logyr)) — logyr) = q‘()’(Ux(logz’)) =+i (¢(y(Ul(110gzr)))‘r‘(')) <

< (1 + o(1))$(y(U(loggr))) = (1 + 0(1))U,(log,?)

i aleshores, de la (1.1.4) resulta

(1.1.5) U, ( logyr -+ m) < (I +o(1)U,(log ).

Finalment hom pot demostrar ficilment que si posem
W(f) = eul(logn')

la W(r) satisfa les condicions (I) i (V) indicades al principi. Si ara definim
e(r) per les igualtats

1
Ta(r) = m(r) + log(log, W (r) — log,?)
log r \e o log ¥ \ni
(1.1.6) (—bg W) ) e (W)_)

les condicions (II), (III) i (IV) seran també satisfetes. En efecte: com que
{ és d’ordre infinit, les propietats de W ens permeten de demostrar que

log
log W(r) =0

i, per tant, per r suficientment gran

log r 7a(r)
('——log W(R)) <1
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d’on

].Og r a(r) ]og y \nin . log y T3(1)
(1.1.7) (log W(r) ) < (log w(r) ) ! (log_W(r) ) —~+0
i de (1.1.6)

i, en conseqiiéncia,
1 a(r)
(%) — 0 mondtonament quan 7 — oo

i, per tant, com sigui que Ty(r) -0, de (1.1.5), (1.1.6), (1.1.7) i (1.1.8), re-
sulta que la W(r) i la ¢(r) satisfan les condicions (II), (III) i (IV), i com que,
segons ja hem vist, la (I) ila (V) també sén satisfetes, queda demostrat el
que volfem.

Resulta també facil de veure que tota funcié W(r) que satisfa les condi-
cions (I), (II), (III) i (IV), satisfa també

w w ( r(l + k& (TolgogTr(r)),('))) < WP 1+0(1)

per qualsevol nombre natural k.

1.2. — Posem
/ (Z) =2 (I”Z”

i aleshores representem p(r) per la igualtat

b () = mix|a, | 7

i sigui v(r) el valor maxim de » que verifica
b () =l a |70
uan hi podra haver dubte sobre la funcié a queé es refereixen, escriurem
po q

g(r,f) i v(r,f) en lloc de p(r) i v(r).
Amb aquestes notacions podrem enunciar i demostrar el lema segiient:

LEMA 1. — St f(2) és una funcid entera d’ordre infinit, i s W(r) és la funcid
corresponent definida en el ndmero anterior, aleshores
V) < (W(n)rHed
wlr) < M(rf) < w)(W(r)1+em
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Demostracié. — A fi de simplificar les férmules, d’ara endavant

escriurem «(r) en lloc de
( log r )‘M
log Wir)/ -~

w(r) < M(r.f)

La desigualtat

és ja classica i es dedueix facilment de les f6rmules de Cauchy. Per altra banda,
també és prou coneguda la relacié

log w(r) = log w(ry) + f ) g

x

i, per tant, si r és suficientment gran, podrem escriure, donades les propie-
tats de W(r),

X

(14+a(r)) v (
[T i < wet + aen < grapeeo
d’on es dedueix
W()log(1 + a(r)) < (W(r))r+om
i d’aquf resulta la primera afirmacié del lema, o sigui
(1.2.1) v (1) L (W(r)r+o0)
Per altra banda, és evident que

la,| R*  (Rfr)®u(r)
i, per tant, .
M(r.f) < ((R) + Dulr) + wlr) >f (r/R)"

i sl posem R = (1 + «(r)), tindrem

(1.2.2) M(rf) < wl) (v(f(1 +e) +1+ a(Lr))
i com que 1
w7 < Wiy

de (1.2.1) i (1.2.2) i de les propietats de W(r), resulta finalment
Mrf) < wlr) (W(r)r+em

desigualtat que acaba de demostrar el lema.
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1.3. — Una conseqiiéncia gairebé immediata del lema 1 és el segtient:

LEMA 2. — Si f(z) = Zaz2" és d’ordre infinit i W(r) és la funcid definida
anteriorment, 1 si {r,} és una successié tal que r, - oo

1ogy M(r,.f)
Tlog Wiry !

aleshores, sigui la que sigui la successid {6,,} de nombres reals, la funcid

g(z) == a,e¥n

satisfd
log M(r.f) — logeM(r,g) _
g Mrne) 0 e g W)
Demostraci6é. — Les conclusions del lema resulten de les rela-
cions
(13.1) pir.f) = plr.g)
log W(r,) o
log M(r,.f)

que sén quasi evidents.

LEMA 3. — St en el lema anterior la successid { 7, b és tal que, a més, verifica
(7)) < V7,4, § i posem ny, = v(r,), aleshores la funcid

fol2) = £ a, ™
també verificard

log Mi(74.f,) i logeaM(r.fo) _
g M0yf) ) s g W) )

Demostracié. — La demostracié és gairebé igual a la del lema 2,
ja que és evident que

w(r.f) = wlrafo)

i és suficient d’utilitzar aquesta igualtat en lloc de la (1.3.1).

1.4. — Per un procediment gairebé igual al que vaig utilitzar en un
treball anterior [4, lema 4] perd utilitzant les funcions W({r) definides en
aquest capitol en loc dels ordres de K.L. Hiong [1], que empravem aquella
vegada, podem demostrar el:
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LEMA 4. — Siguin {(z) { g(z) dues funcions enteres que verifiquen

Tim JogeM(rf) . - Tim leg:M(r.8)

r—> 0 log W(r) < < 1' lim

r— 0 logW(r) <0<1

aleshores, per r suficientment gran i per qualsevol 6’ > 0, existiran dos valors
v i 7" que satisfaran
r
<V <t +—rue L7 <7l +al(r)
wr)?

1 tals que en la corona v’ < |z | < 7" les dues funcions f(z) © g(2) vénen afitades
inferiorment per *

log | {(z) | > — (W()¥ log | g(2) | > — (W(r)f






I1I

2.1. — Ara demostrarem un teorema que en certs aspectes és més general
que un resultat de Polya [3], i que és probable que, precisant més la demos-
tracié, hom podria aconseguir que fos més precis que el de Polya en tots els
aspectes.

Sigui W(r) una funcié que verifica les condicions (I), (II), (III) i (IV)
del ntimero 1.1. Aleshores representarem per S, el conjunt de totes les fun-
cions enteres F(z) tals que

T logoM(r.F)

Jm e Wi = L

El subconjunt 4, sera el format per totes les funcions FeS,, per a les quals
existeix una funcié f(z) entera i tal que

Tim Jog:M(7.f)

1
roo log W(r) <

log n(r,(F —f)— 1)
,_lfll log W(r) <l

on #(r, (F — f)™1) és, seguint les notacions de Nevanlinna, el nombre de zeros
de F(z) — f(2) interiors al cercle |z | € r. El complement de 4,, en relacié
a S, serd representat per B,. Amb aquestes notacions podem ja enunciar
el teorema:

TeEOREMA I. — Si F {2) = Za,z"S,, existeix sempre almenys una succes-
516 n,,} de nombres naturals (que pot dependre de F,) tal que, si €, = — 1 quan

ne i"ﬁ} i ¢, =1 quan n¢ {nk}, aleshores Fy(z) = Ze,a,2%B,.

Demostracié. — Suposem que Fied,, car si FeB, el teorema
és evident. Definim ara una successi6 {rk} que tingui les propietats segiients

W11, Fy) = {7y Fh), 7y —> 0
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log,M(7,.F,)
log W(r,)

si, com en el lema 3, escrivim 0, = v(r,, F,) i posant
= «
Fofz) = Za, 2

aleshores per definicié F,(z) = F,(z) + 2F (2).

Contrariament al que afirma el teorema, suposem que sigui possible que
es compleixin al mateix temps F,ed, i F,ed,. Segons la definici6 de 4, i
com sigui que les nostres funcions W () tenen a fortiori totes les propietats de
les funcions corresponents definides per K.L. Hiong (1], es podran formar
dos productes canonics f,,(2) i f;,,(2) i existiran dues funcions enteres f,,(2)
fral2) tals que

Tim 108 M(7.fp..)

rowo  log W(r) <l (h=12 s=12)

de manera que
(2'1'1) F‘(Z) - lz,s(z) = /l,s(z)e?'(‘) (S = 1»2)

on ¢,(2) ¢ @y(z) sén dues funcions enteres.
Per hipotesi existeix un 6 << 1 tal que

log M(r.fy,) < (W())® (s =1,2)

i, per tant, segons el lema 4, qualsevol que sigui 6’ tal que 6 < 6’ < 1, exis-
teix un R tal que
r < R<7(1+ afr)

ique pera|z]=R
log | /1,,(2) | > — (W(r))¥ (s =1,2)
i, per tant, de (2.1.1) segueix per a |z |=7»
21.2) Rp, () < (W) +ow (s =12)

on R(Z) és la part real de Z.
Aleshores, segons un teorema de Caratheodory de (2.1.2), resulta

(2.1.3) M(r,g,) < (Wr)r+e (s =12)
1 una férmula clissica déna

(2.14) M(r,e') < (Wir)r+m (s=12)
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Per a deduir (2.1.3) i (2.1.4) de (2.1.2) cal tenir en compte les propietats de
les W(r).
Segons les hipotesis de (2.1.1), es dedueix

M (rk,?s)

Tog Mr, Fy > 1— o)

o sigui

Mr,e,) > (W(r))1®

i de (2.1.3) i aquesta ultima desigualtat és possible de deduir com en el lema 1

M(rye,) < ulrye,) (log W(r))1+e®m

i per procediments ja classics podem afirmar que

w
rue) > (1 — o) T

i d’aquf
(2.1.5) (V(709:) VB < o(l)alry)

Si posem
Po ¢,(z) = X b, 602" (s =12)

de les desigualtats anteriors, segueix que per a m < v(r,9,)
(2.1.6) | bl [ 1 7,(1 + alry)) | me™™ <

<TEY oy 1 (L alr)T 7 = COnT
L

I si representem per J,(r) el valor de m que rendeix maxim
| b, | ymg—mine
tindrem
Tiril1 + a(7))) > v(7n,9)-
A més, aplicant uns resultats de Valiron {9], segueix de (2.1.6) que si

log 7,0) = log 7, + log(1 + «(r)) —}_; .01 +1a(,.))))1us

7,0) sera un valor ordinari de ¢, en el sentit que Valiron déna a aquest mot.
Recordant de nou els resultats de Valiron, podem demostrar que els
intervals excepcionals compresos entre r,(1 -+ a(r,)) i 7,( 1+ 2a(r;)} sén en

nombre inferior a
(log Wry)1+om
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i la suma de llurs longituds, segons (2.1.5), és inferior a

15 lra2)) =155 < o(D)atry)

i raonant com en la demostracié del lema 4 [4], de les desigualtats anteriors

1 de les hipotesis, podem deduir que existeixen dues successions ’L’ X f i {r ,,}
que verifiquen

(2.1.7) ’~<’k<'~+"(_(,_))T L 7 <l + 2a(7)

1 tals que tots els valors de r que satisfan a »', < r < 7", sén valors ordi-
naris en el sentit de Valiron, tant per ¢, com per ¢,. A més, en la corona
r,<|z]<7", sén verificades les

(2.1.8) log | f,,,(2)| > — (W(r,))0".
A més de les propietats que fins ara hem admes que satisfeia la succes-
si6 { rk} suposem, cosa sempre possible, que verifica
k= 0(v(r, F,)1—#)
4
1—8
Aleshores, aplicant un resultat de Mandelbrojt, hom pot demostrar que qual-

. .o "yt 7" .
sevol punt de la circumférencia |z|=7,"" = % es troba a una dis-

on B satisfa

1>B>0 >0

tancia inferior a (W(r,))—®" d’un punt 2z’ on

(2.1.9) log | Fy(2') | > (W(ry))r—m
on
r rn : a
0’ <6 <mm(l, —1_.3).
Per a la demostracié d’aquest resultat hom pot consultar [7, pag. 25].

Segons (2.1.7), i de la definici6 de 2, resulta que ', < |2z'| <", i
per tant, és facil de deduir de (2.1.9), de (2.1.1), de (2.1.4) i de

)

(2.1.10) — 9F(3) = F,(z) — F,(2)
que en tot punt de la circumferéncia | z | = »'"’, tindrem
max (sn (91(2)), R(@a(2))) > max (R(p,(2), R(es(z))) —
—max (¢'4(2"),¢'3(2) | 2— 2 | > (W(7))1=ol — (W(r,)) b~ )il
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on 2’ és un valor que verifica (2.1.9). Per consegiient, una almenys de les desi-
gualtats:

(21.11) { R(ps(a)) > (W)=
.1, ER(?2(2)) > (W(fk))1—°(1)

serd satisfeta. I com que podem suposar que ¢,(0) = 01 p,(0) = 0, hom pot
demostrar per la teoria de les funcions harmoniques que no és sempre la ma-
teixa de les desigualtats anteriors la que és satisfeta, i, per tant,

M(r""s@) > (W(r))—em M(r"195) > (W(r,))'—°t)

Ara: com que per la definicié de »’, i7", el valor de »'”
nari segons Valiron, tindrem
max R(g,) > (1— o)) M 9y

lsf =7~
k

& €s un valor ordi-

max R(py) > (1 — o(1)) M7 s.0,)

|s] =77
k

i de les (2.1.1), i de (2.1.8) resulta

M(r"’k’?s)

™ Tog MU, F ! o=
i segons el lema 2

M(r""1,91)

]. A7 1 N - 1.
M w92

e

D’altra banda, i puix que, segons que hem dit, »'**; és un valor ordinari

de Valiron, existird almenys un punt 2, tal que [z, | = 7", i
Riey(z) < — 1 —o(1)M(r'" 1,90

i, per tant, de les (2.1.1) 1 (2.1.10), i del fet que almenys una de les (2.1.11)
ha d’ésser satisfeta, resulta facilment

(2.1.12) R(palzy) ~ log M(r'"",, Fy)

1 aleshores, segons la teoria de Valiron per a qualsevol valor de t < WE%—)—.
tindrem "

Rip,(z,e%)) < 0
i, per consegiient, sera valida la

R(pa(z4e™)) ~ log M(r'”, Fy).
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Aplicant de nou la teoria de Valiron, resulta
(2.1.13) V(" p@9) = ov(r"'1,91)).
Si en lloc de considerar z,, haguéssim considerat 2'; tal que
R(paz'y)) < — (L — o(IM (7" 00))-
cosa també possible, haurfem arribat a

e

(7' 3 91) = o(v(r""' 1,9))

contrariament a la (2.1.13). Aquesta contradiccié demostra el teorema, ja que
hi hem arribat suposant que el teorema és fals.



II1

3.1. — Com tot al llarg d’aquest treball, considerarem que la funcié
W(r) verifica (I), (IT), (III) i (IV), i igual que en el capitol anterior, repre-
sentarem per S, el conjunt de totes les funcions F(z) tals que

Pero ara considerarem l'espai topologic S, suposant que la topologia és la de
la convergéncia uniforme en els compactes. D’altra banda, a fi d’abreujar
direm simplement l'espai S, i voldrem ja indicar I’espai amb la topologia ci-
tada. Igualment, quan parlarem d’un sub-espai S, entendrem que la topo-
logia d’aquest és la relativitzacié de la topologia de S, a S, sense que ho
diguem explicitament.

Sén coneguts els resultats segiients:

1) S, iS,, son metritzables.

2) Els conjunts

U=Ulre) = {F| M(r,F —f) < ¢,FeS,,feS, }

formen una base per a la topologia de S, i si suposem que FeS, ;i feS,s
serd també una base per a la topologia de S,;.

3.2. — En aquest capitol demostrarem que les funcions que tenen certes
propietats sén sexcepcionals». El sentit que donarem a aquest mot «excepcio-
nal» serd el segiient: el conjunt format per totes les funcions que tenen aquestes
propietats sén de primera categoria mentre ’espai total és de segona categoria.

En aquest nimero demostrarem que I’espai S, no és 1til per a 1'objectin
d’aquest capitol. En efecte: demostrarem el que segueix:

TEOREMA II. — L’espai S, és de primera categoria

Remarca. — Aquest teorema prova clarament que encara que
demostréssim que un subconjunt de S, és de primera categoria, no podrfem

4
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sense més afirmar que els punts d’aquests conjunts sén «poc nombrosos»
relativament a S,.

Demostracié. — Sigui

H, = {F| FeS,, log;M(r,F) <3 log W(r) perar >m}

Aleshores és facil de demostrar, per mitja de la teoria de les famflies normals,
que H,, és clos.

D’altra banda, H,, és no dens, car si F,(z) és una funcié qualsevol de S,
tot entorn

E,={F| M(R,F-F) <¢}
conté en el seu interior un altre entorn

E,={F| M(R,F-F,) < e,}

tal que E,nH,, = @ o sigui que E, no conté cap funci6 de H,. En efecte:
posem
Fy(2) = Zaz»

Si F¢H,_, el resultat és evident, ja que, segons hem vist, H,, és clos.
Suposem, doncs, que F,eH,,. Aleshores és possible de trobar un nombre
real 6 < 1 tal que

MR, (0—1F) <¢ <¢

Ara: com que (W(r))* té les mateixes propietats que W(r) i, per tant,
satisfa totes les condicions de les funcions corresponents de K.L. Hiong [1],
podrem construir una funci¢ ®(z) = Xc2%c, > 0) tal que

log,M(7,®)
Jim Tog W) — 2

D’altra banda, és possible, evidentment, de trobar un 6, > 0 tal que

€

(3.2.1) 8,0(R,) = M(R,0,0) < 2

i segons el lema 1 existeix una successié infinitament creixent de valors de
en els quals

7
log,p(r,9,P) > T logW(r) .
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Per tant, com que suposem que F,eSg,, podrem determinar un r; > max
(m, R,) tal que, representant per Fy(z) la

Fya) = 0F,(0) + 8¢, g2
sigui satisfeta la
3
(3.2.2) log,M (r\,F,) > ?103 Wiry).

Per consegiient, de (3.2.1) i (3.2.2) resulta F,eE, i F,¢H,, i com que
hem demostrat que H,, és clos, queda demostrada ’existéncia d’un entorn
amb les propietats de I'E,. Aixd demostra que H,, és no dens.

Finalment, per definicié

Se=VH,

m>1

Aix0 acaba de demostrar el teorema II.

3.3. — A més de la funcié6 W(r), suposem donada una funcié continua
t(r) tal que £(r) > O i #r) > O quan 7 — o. Aleshores podem definir I'espai
Sas, (sub-espai de S,.) de la manera segiient: una funcié F(z) = Zaz2"eS,,,
si, i solament si, FeS, i

logy(Z [ a, [ 7) < (1 4 #(r)) log W(r)

Com he dit, la topologia que suposem a S, és definida per la conver-
géncia uniforme en els compactes (considerant, naturalment, tinicament
funcions que pertanyen a S, ;). Amb aquesta topologia hom pot demostrar
que -

TeOREMA III. — L’espai S, és de segona categoria.

Remarca. — Aquest teorema no contradiu el teorema II, ja que
és sabut que un sub-espai d'un espai de primera categoria pot ésser de segona
categoria, si és considerat com a espai en si mateix sense tenir en compte els
punts pertanyents a l'espai primitiu i que no pertanyen a ell.

Demostracié. — Sigui {A ,,} una successié de conjunts closos
no densos i tals que

Ajcdycdgec ... c4,c...c8,,
Per hipotesi existird almenys una funcié F,eS,, tal que F ¢4, També
per hipotesi és possible de determinar un R, tal que

1
logaM(R,, Fy) > 'Q‘log W(R,).
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A més, com que 4, és clos, existird un entorn

E, — { F | M(n,F-F) < ;12,- FeS,,

1 ]
on n, és un enter, que verifica E;n4, = @. Res no ens impedeix d’admetre
que n, > R,.

Suposem definides ja F,, F,,..., F, i els entorns E,, E,, ..., E,, i definim
ara la funci6 F,,, i I'entorn E,,, com segueix: Ja que 4,,, és clos i no
dens, existiri almenys una funcié F,,, talque F,,eE, i F,, ¢4,,,. Ales-
hores podrem determinar un R,,, > n, tal que

1
10gsM (Ry 11, Frs) > (1= 757 ) 108 W Ry

i per les mateixes raons que 4,,, és clos i no dens, podrem determinar un
entorn

1
Eptr = { F My F-Fyy)) <-—5—, FeSy,
M1

tal que E,, ,<E, i E;,;n4,,, = &, on E,, ésla clausura de E,, i m,,
és un enter tal que #,,., > K, ;.
D’aquesta manera podem definir la successié {F ,}, i com que F,eS,,
i, per tant,
logoM(r,F,) < (1 + #r)) log W(r)

la successié sera uniformement afitada en qualsevol cercle |z | < 7, i, segons
la teoria de les famflies normals, podrem extreure de {F k} una successié
parcial {F ,,m} que convergeix vers una funcié entera F, uniformement en

tot domini afitat.
Escriguem

Fy (2) = Za,mz", F(2) = Za,z",
aleshores, pels resultats classics de la teoria de funcions, tindrem
(3.3.1) a ™ —>a, quan m—>
ija que F 5, ESes PET hipotesi
log (X | a,™ |1 & (1 + ) log W(r)
i de (3.3.1) segueix
(3.3.2) 10gy(Z | 2, ") < (1 + t{r)) log M(r)
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D’altra banda,
| M(R,F)) — M(R,F, ) | <

[

» M8

=0 (1)

!IQ

n

i, per tant, ja que
M(R,,F) = lim M(R,F, )

h"l
tindrem
log,M(R;,F) > logyM(R,,Fy) — o (1)
1 com sigui que

1
log,M(R,F,) > (1 — Wl—) log W(R,)
resulta finalment
(3.3.3) logsM (R, F) > (1— o (1)) log W(Ry)

i de (3.3.2) i (3.3.3) segueix FeS,_,.

Ara: ja que FeE, per qualsevol valor de %, resulta que FguA4,, és a dir,
Sa, DO és ]a unié d’'una successié6 de conjunts closos no densos, o sigui S, ,
és de segona categoria.

3.4. — En el capitol IT hem definit els subconjunts 4, i B, de S,.
Si ara posem
Agt=AgNSgy, Byy= BynS,,

Com que S, ,cS,, 1 4, és el complement de B, en relacié a S, tindrem
Ap I Byy= Sy AgsnB,,= o
és a dir, que A, sera el complement de B, , en relaci6 a S,,,.

TeEOREMA IV. — El conjunt A, és un F, de primera categoria ¢ B, és
un Gy dens de segona categoria,

Demostracié. — Sigui 4, el conjunt de les funcions FeS,, tals
que per a cada una existeix una funcié entera f(z) que, per a r > & verifica

(3.4.1) log,M(r,f) £ (1 ——1’;) log W(r)

(34.2) log n(r,1/(F —f)) (1—-1k—) log W (7).

Es facil de demostrar per la teoria de les famflies normals que 4, és un con-
junt clos. En efecte: signi FeS,,, un punt d’acumulacié de 4,. Aixo és equi-
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valent, segons la preposicié 2.9) del ndmero 3.1, a I'existéncia per a tot valor
de n d’'una funci6 F,eS,, tal que

(3.4.3) M(nF,— F) < =

i d’'una funcié entera f, que verifica, per a r > &,

(3.4.4) logaM(r.f) < (1_%) log W)

(3.4.5) log n(r,1/(F,— 1)) € (1 -—%) log W(r).

Evidentment, la famflia {l,,} és una famflia normal en qualsevol do-
mini afitat, i, per tant, podrem extreure’n una successi6 parcial uniformement
convergent vers una funci6 f que complira (3.4.1), ja que les {f,,\ verifiquen
(3.4.4). Aquesta successié parcial, la representarem per {l

D’altra banda, segons (3.4.3), la successié {F t tendeix vers F unifor-
mement en tot domini afitat, i a fortiori la successié {F ..} (que correspon
ala {l,m}) serd també uniformement convergent vers F en tot domini afitat.

Per consegilent, la successié {F — 1 } convergird uniformement en
tot domini afitat vers F — f, i de (3.4. 5) segird (3.4.2), o sigui que hem de-
mostrat que A4, és clos.

Ara: si
F(z) = Za,z"

és una funcié qualsevol que pertany a S, ;, demostrarem ara que en tot entorn
(3.4.6) {® | M(RO—F) <¢,05,,}

existira almenys una funcié ®geB,,. Sigui #* un nombre tal que

o

(3.4.7) 2 ja,lR <y

n=n

Aleshores, com que és evident que en el teorema I la successié {n,,} que in-

tervé en el seu enunciat pot ésser determinada de manera que n, > n°, 0 bé
FeB,,; o bé sera la
D,(2) = e, a,2"

que satisfard ®,eB,,,, segons el teorema I. Perd la (3.4.7) ens permet d’afir-
mar que
M(R,®,-F) < ¢
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o sigui que en I'entorn (3.4.6) hi ha almenys una funcié pertanyent a B,
Aixd demostra que B, és un conjunt dens.

Per altra banda, com que els 4, sén closos i compresos en el comple-
ment de B, els 4, sén no densos. A més, ja que és gairebé evident per defi-
nicié que

A ot = vd Py

A1

resulta que 4, és un F, de primera categoria, i, per tant, tenint en compte
que S, , és de segona categoria, podrem afirmar que B, és un G; de segona
categoria; i com que hem vist que és dens, queden finalment demostrades
totes les afirmacions del teorema IV.

El teorema IV mostra que les funcions que tenen el valor excepcional
permés pel teorema de Picard, o per les seves generalitzacions, sén elles ma-
teixes excepcionals en S, en el sentit topoldgic, tal com hem indicat en la
introduccié.

3.5. — La definicié de les direccions de Borel-Valiron per a les funcions
d’ordre finit és ja classica. Per a les funcions d’ordre infinit, K.L. Hiong [1]
déna també una definicié de les direccions de Borel-Valiron, perd no seguirem
la definicié d’aquest 1ltim autor.

Nosaltres definirem les direccions de Borel-Valiron d'una funcié F(z)
entera i d’ordre infinit de la manera segiient: Sigui W(r) com sempre la fun-
ci6 que, junt amb F(3), verifica les condicions (I), (II), (III), (IV) i (V). Re-
presentem per n(r, 6, ¢, F) el nombre zercs de F(z) interiors a

(3.5.1) lz]l<r larg z—06 | < ¢
Aleshores, si la funcié FeS,,; i verifica

! —— logn(r,0,¢,F-a)

(3.5.2) 'l_lfr; g W) — 1
per qualsevol valor de € > 0 i qualsevol valor finit de 4, amb una sola excep-
ci6 possible, la direccié arg z — 0 serd dita una direccié de Borel-Valiron de
F(2). Si la (3.5.2) és satisfeta per tot valor finit de a direm que la direccié
arg z= 0 és una direccié de Borel-Valiron de F(z) sense valor excepcional.

Direm que FeC si, i solament si, FeS, i per F existeix almenys una
direccié que no és de Borel-Valiron sense valor excepcional. Representarem
per D el complement de C en relaci6 a S, és a dir, D és el conjunt format
per les funcions FeS,,, per a les quals totes les direccions sén direccions de
Borel-Valiron sense valor excepcional.

Establertes aquestes definicions, demostrarem el:
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TEOREMA V. — El conjunt C és un F, de primera categoria i D és un G
dens de segona categoria.

Demostracié. — Sigui 6 un valor donat qualsevol i C,(0) el
conjunt de les funcions FeS, , que per r > ki per un valor de | a | K &, verifica

log #(r,8,1/k, F-a) < (1 —%) log W()

D’una manera semblant a la que hem utilitzat en el nimero 3.4, podem
demostrar també que C,(0) és clos.

D’altra banda, sigui {7\,} una successié creixent de nombres naturals
que verifica les condicions llacunars necessaries per a la validesa d’un resultat
que vaig demostrar en una Memoria anterior [6, teorema 4.2]. Aquest resul-
tat era sobre séries de Dirichlet, pero és evident que quan els A, sén nombres
naturals es pot aplicar a séries de Taylor amb la transformacié corresponent.
Sigui ara

Fy2) = Zap*

una funcié entera qualsevol perd tal que F,eS, ;. Aleshores demostrarem
que en tot entorn

(3.5.3) {F | M(R,F — F,) < ¢,FeS,,}
existeix una funcié F,eD. En efecte: és ficil de veure que és possible de
determinar un valor #n, tal que
$ e, Rr<e
w41
i si posem
n p
Fy(z) = 3 a,z" + $ay 2"
0 m "

on A, > #,, tindrem
MR F,— F) <e

i, per tant, F, sera una funcié pertanyent a (3.5.3).

Ara: ja que els A, satisfan les condicions del resultat citat [6, teorema
4.2] d’aquest segueix FyeD. Aixd demostra que D és dens, i com que C,(6)
pertany al complement de D, resulta que C,(6) és un conjunt clos no dens.
Per consegiient,

C(6) = v C\(9)
k21

és un Fe de primera categoria.



UN ESPAI DE FUNCIONS ENTERES D'ORDRE INFINIT 33

Considerem ara una successi6 {0,,} de valors de 6 densa en l'interval
0 < 0 < 2 x. Llavors, evidentment,
C=uCe,

n>1

i, per tant, C serd també un F, de primera categoria, i D sera un G; de segona
categoria. Com que ja hem demostrat que D era un conjunt dens, el teorema V
queda totalment demostrat.

3.6. — Habitualment F)(2) representa, respectivament, un integral,
la funcié mateixa o una derivada segons que p sigui un enter negatiu, nul
o positiu. Seguirem aquest costum.

Per altra banda, si p és negatiu, tindrem

n! —
(n—p)1 %

Fe)2) = Zla,,z" +3
? 0
on les a, per p £ n’'€ — 1 no vénen determinades per F.

Sigui D- el conjunt de les funcions FeS, , tals que qualsevol que sigui
$ i en cas d’ésser negatiu qualssevol que siguin a, per p < n — 1, la funcié
Fw)(z) tingui totes les direccions com a direccions de Borel-Valiron sense
valor excepcional. Aixf mateix representarem per C- el complement de D-
en relacié a S, 4.

Amb aquestes notacions podem demostrar:

TeEOREMA V1. — C: és un F, de primera categoria © D* és un Gg dens de
segona categoria.

Demostracié. — Igual que en el nimero anterior, podem demos-
trar que D" és dens.

D’altra banda, representem per C:,(0) el conjunt de les funcions que
almenys per un valor de p tal que | p | £ &, isip és negatiu per una integral
tal que

la, <k per pL g —1

existeix un valor a4 que verifica {a| 21 que pera r > %

log n(r,0,1/k, F#) —a) L (1 — %) log W(r)

Aleshores és facil de demostrar que C-;(8) és un conjunt clos, i com que per-
tany al complement de D, resulta que C-,(9) és no dens, d’aquf se segueix que

C(6) = v C4(0)
>1
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ésun F, de primera categoria. I com que si prenem, com en el ntimero anterior
una successié {6,,} densa en l'interval O £ 6  2x, és evident que

C-=u C(8,);
n>1
haurem demostrat el teorema.
3.7. — Remarca. — El teorema V enclou una part del teorema IV,

perd no la totalitat. De la mateixa manera el teorema VI enclou una part
del V.



NOTA

A continuacié donarem un resultat que no té relacié amb el tema d’aquesta
Memoria; aixd no obstant, com que la seva demostracié és semblant a la
dels teoremes IV, V i VI, creiem adequat d’incloure’l en aquesta nota

Sigui

fe) = B b
)

una série convergent en el cercle |z | < 1. Si

T log:M.1)

r»1 —log (1 —7) >1

existeix una funci6 V{r) tal que

— log. M(r,f) __
Im log V(7)

i, a més, tal que, si escrivim

Vi(l/(1—7)) = V()

la funcié V,{r) tindra propietats semblants a la W{r) del nimero 1.1,

Per tant, donada una funcié V(r) amb les propietats tot just indicades
i una altra funcié contfnua #(r) tal que #r) > 0 i #r) -0 quan 7 — 1, nosal-
tres podrem considerar I'espai E,, format per totes les funcions f(z) = XZb,2"
holomorfes per a |z| < 1 i tals que

T IOgﬁM(r’/)
2 g V()

loga(Z | b,1") < (1 +#(1)) log V(r)

A més, jo suposo que la topologia de E ,; és la topologia de la convergéncia
uniforme sobre conjunts compactes de |z} < 1.
Ara es pot demostrar:
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TEOREMA VII. — E_, és de segona calegorsa.

No donarem la demostracié, puix que és semblant a la del teorema III.

Si H representa el conjunt de les funcions feE_, que poden ésser prolon-
gades analiticament a 'exterior de |z| < 11i K el complement de H en relacié
a E,_; podrem enunciar i demostrar el teorema segiient:

TEOREMA VIII, — Hc A, on A és un F, de primera categoria, 1 KoA,
on A es un Gy dens de segona categoria.

Demostracié.— Representem per M(r,0,¢,f) el maxim de |f(2) |
per a z pertanyent al domini

lz] <7, largz—0 ] ¢

i sigui A el conjunt format per les funcions de E,,; que satisfan per a qual-
sevol 0i e
lim M{r,0,e,f) = =

r—1

Per mitja d’un resultat que no he publicat encara [8] es pot demostrar
que A és dens.

D’altra banda, si A,(0) representa el subconjunt format per les funcions
feE,; tals que

M(r,0,1/k,}) <k per a 1>7> 1——};.
Per un procediment semblant al que hem utilitzat repetides vegades, resulta
que A,(0) és un conjunt clos, i ja que A,(0) pertany al complement de A,
tindrem que A,(6) és no dens. Per tant,
A(8) = UA_(8)

k21

serd un F, de primera categoria qualsevol que sigui el valor de 6.
Prenguem ara nna successié {6,,} densa en V'interval 0 € 6 £ 2x;

aleshores el conjunt
A = uUA(S,)

nxl

sera també un F, de primera categoria.

Ara: és facil de veure que A és el complement de A en relacié a E, i,
per tant, que A és un Gg.

Per altra banda, la relaci6 HcA és gairebé evident, i d’ella resulta im-
mediatament que K>A. I aixd acaba la demostracié del teorema.
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